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GEBROKEN MACHTREEKSEN

1. Inleiding.

‘Er 1s reeds meermalen gewerkt aan theorema's over gebroken macht-
reeksen, d.w.z. die polynomen, welke men verkrljgt door een volledige
reeksontwikkeling voor een of andere functie na een bepaalde term af te
breken. |

Zo kent men in de eerste plaats het werk van O. Blumenthal1), die
de gebroken reeksen van de functie (1+x)x beschouwt in zijn artikel
getiteld: "La geometrie des polynomes binomiaux'.

Er zijn verder de verschillende asymptotische beschouwingen over
reeksen van het exponentiele type, waarvan de eerste te danken was aan
een vermoeden van Ramanujan. 2,3,4,5,6)

Dan zljn er nog een aantal artikelen, welke gedeelten van macht-
reeksen behandelen, die in een zekere omgeving begrensd blijven, o.8.
van de hand van W. Rogosinski en G. Szegh.\7

Het 1lilgt 1n de bedoeling thans socortgelijke beschouwingen te houden
als Blumenthal, echter niet meer voor de binomlale polynomen, maar
voor die polynomen, welke ontstaan door het afbreken van de reeksen
van het exponentiele type. Daarbij zal men lets nodig hebben van de
asymptotische beschouwingen, welke vermeld zijn in de referenties (2)
tot en met (6), maar de derde soort artikelen zal men hierbl] niet
behoeven,

De 1iJst van aangehaalde schrijvers is niet volledig, terwljl het
in het volgende behandelde vrlj elementair blijft.

2. Definities.

Vooraf de invoering van de volgende symbolen, waarblj n een natuur-
11jk getal is

B (x)= 3 E (2,1)
n ot kT

' 2k
Cpp(x)= gﬁﬁ (-1)¥ T%gyy (2,2)

e Spnq(x)= £ (-1 By (2,3)



en welbekend zljn de relaties

E (x) = exp X.
nl})rgo ‘\CQD(X) = CcOS X. (2,%)
Spp4q (x) = sin x.

3. Enkele eigenschappen van En(x).

Om te beginnen neme men (2,1) nader onder de loupe. Er zijn twee
typen polynomen nu en wel worden deze typen het duldelijkst gekarak-
teriseerd door hun gedrag voor negatieve x.

Gebruikmakende van de resttermvoorstelling van Lagrange, vindt men
gemakkeliljk

X n
exp x - En(x) = _/’exp u 15%%l~ du. ’ (3,1)
N o '
Voor x ) 0 geldt dus zonder uitzondering
exp x ) En(k), (3,2)

waarbl] voor elke n een x zodanlg te klezen is, dat het verschil tus-
sen beide functies elke positieve waarde overschrijdt en bij vaste x
is n zodanig te klezen, dat het verschil tussen bheide functies wille-
keurig klein wordt.

Zeker geldt voor x 30 en n)m

E,(x) > E,(x), (3,3)

daar En(x) meer termen [welke alle positlef zijn) bevat dan Em(x). De
integraal in (3‘1) is dus een monotoon dalende functie van n. '

Voor x=0 1is E _(0)= 1 voor elke n.

Voor x {0 stelle men x = -y: y

! ‘ n
. -
exp(-y) - B,(-v)= (-1)%*1 [Texp (-u) Il au. (34
’ ]

Is nu n even dan E _(-y) ) exp (-y), (3,5)

Is nu n oneven dan En(—y)<(exp(—y),
en weer is het verschil tussén beide functiés bij vaste n willekeurilg
groot te krijgen, terwijl bij vaste y het verschil willekeurlg klein
te maken 1s.

De functies met een even index n kunnen dus geen reeéel nulpunt heb-
ben. In het volgende zal met nulpunt altljd een reéel nulpunt bedoeld

worden.



d En(x) ‘ -
Wegens —y——— =E__.(x) (3,6)

geldt dan,dat de functies met oneven index n monotoon stijgend moeten
zijn en dus hebben deze functies een en slechts een nulpunt.

Een veelterm uit de even klasse heeft dus een minimum op de plaats,
waar zijn voorganger ult de oneven klasse een nulpunt heeft en een bulg-
punt bezltten deze krommen nilet.

De oneven klasse bezlt wel een nulpunt en een buigpunt, maar geen
maximum of minimum,

De plaats van de nulpunten zal nader worden aangegeven in de para-
graaf 5.

Gemakkelijk ziet men in

E,(-n) - E_5(n) =0 (3,7)
d.w.z. E_(x) en E,_o(x) snijden elkear in de punten x = 0 en x = -n.

Voorloplg beschouwe men nu polynomen ult de even klasse. De hleronder
af te leilden elgenscheppen kunnen eenvoudig worden overgedragen op de
polynomen van de oneven klasse.

EQn(x) en Egn_e(x) snijden elkaar dus in de punten x = 0 en x = 2n,
in het interval -2n{ x<0 is E, (x) kleiner dan E,,_o(x), daarbuiten
groter, ’

E2n~2(x) en E2n_4(x) snljden elkaar in de punten x = 0 en x= -(2n-2),
in het interval -(2n-2) ¢(x <0 1is EEn-E(x) kleiner dan E, ,(x), daar-
buiten groter.

Binnen het interval -(2n-2){ x<0 1is dus E2n_4(x) groter dan Ezn(x),
voor x) 0 is E, (x) groter dan By y(x) en voor x (-2n is By, (x) groter
dan E, ,(x).

Behalve in x = C, hcbien dus E, ) (x) en E,,(x) slzchts snijpunten
in het interval -2n( x‘{-(2n—2). Een is er zeker en maximaal zijn er
drie. Veronderstel nu eens, dat het laatste waar is. Dan volgt uit het
theorema van Rolle, dat ook E, _,(x) en EEn—S(x) drie snijpunten moeten
hebben in het interval -{2n-1) {x (-(2n-5). Zo doorgaande met Rolle
komt men tot de conclusie, dat E;(x) en Eo(k)= 1 4 snijpunten moesten
hebben, en dit is zeker niet waar, sangezilen Eu(x) slechts 1 minimum
heeft. Ean—&(x) en E2n(x) hebben dus 2 snijpunten. Op analoge wljze ziet
men dat EEn(x) en EEm{x) met m # n slechts 2 snijpunten hebben en dat
voor n naar oneindig de abscis van het ene snijpunt naar -Xgaat, het
andere 1is steeds x = 0.

4. Enkele eigenschappen van CEn(x) en 82n+1§ ) .

Zonder beperking kan men nu ultsluitend x> O beschouwen, zulks in
verband met het even/oneven karakter der polynomen,
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Evensls in paragraaf 3 krijgt men:

2n
cos x - Cy (x)= (~-1)n+1 %(xsin v {x-y)" dy (4,1)
(2n)1
en X
2n+1
sin x - Sy .4 (x)= (-1)n+1/. sin y (=y)= 7 (4,2)
o (2n+1)1
Voor even n geldt dus
Con(x) | groter dan | cos x.
Sop4q (%) sin x.
Voor oneven n:
Con(x) ]} kleiner dan { cos x.
Sopn4q (X) sin x.
Verder heeft men nu:
a
ax Con(x)= Son-q (%) (¥,3)
en
B Sppaq (x)= = Cpp (%) (,3)
dx “2n+1 - 2n : ?

Czn(x) heeft dus extrema in de nulpunten van San_1(x) en buigpunten
in de nulpunten van an_e(x).

De vraag, hoeveel nulpunten heeft C, (x) resp. S
aan de orde komen,

De doorsnijdingen van de krommen Czn(x) en an_u(x) is gemakkelljk
te berekenen n.1. x = 0 ¢n x = + 2n(2n-1). Voor x>0 hebben dus Cen(x)

en Czn-h(x) sleents ¢ doorsnijdingspunt. Op analcge wijze als voor
de polynomen E_{x), kan mcn nu bewljzen, dat Czn(x) elks Ggm(x) slechts
voor X3 0 snijdt in een runt enweldhiennen m twee verschillen.

De limiet voor n nacr covan dit snijpunt is ook weer oneindig. De
extremale waarden van CEn(x) liggen van even n bij waarden van x, welke
kleiner zijn dan kT( ¥ geheel D 0), terwijl deze extrema blj oneven n
voorkomen blj waarden var. x, welke groter zljn dan k1. De nadering van
deze extrema tot kT 1is monotoon.

Dergelijke eigenschappen gelden ook voor de 82n+1(x).

2n+1(x), zal later

5. Asymptotische benadering van het nulpunt van E (x).

Gevraagd het asymptotisch gedrag voor grote n te bepalen van de
functie ? = g(n), welke voldoet aan En(--g)= 0 en f;é 0.

In een nog te verschljnen rapport van de Rekenafdeling van het Ma-
thematisch Centrum wordt aangetoond, dat
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n yne

E (-¥) = (-1)" &= I(y,n) + exp (-y) (5,1)
waarin Y

ym)= [ o™ (1 - B au. (5,2)

Yo
Voor I(y,n) geldt de asymptotische ontwikkeling
1 . ny | ‘
I(Y;n) n+y - ¥ m + ..., (5)3)

Voor y gelden hierbij zekere beperkingen maar voor y» 0 is de toege-
paste ontwikkeling zeker toegestaan. |

Voor y = g wordt het rechterlid van (5,1) gelijk aan nul, mits n
oneven 1is.

Voert men nu nog in

a=f “ | (5.4)
en substitueert men voor a in (5,1) de volgende asymptotische reeks
b a c
_ 1 1 J 2
a = 8.0 + 5 log n + " + -r? log - n + ... (5,5)

dan 1s het mogeliljk de 8y bn, c, enz. ult te rekenen.

Hier zullen slechts de 245, 84 €n de b1 bepaald worden:

n_n
an a_ . 2+ ...)= exp(-an).

ni 1+a (1+a>jn

Er geldt volgens Stiriing:

T en L ntd 1 1
ni1= YoTl ¢ n"e (1 - - col)
12n 2881’12
en dus is : \
exp{-~a’i= e a y % : (5,6)
waarin
a, a
T = - T+
1+a , (’!-‘r-a}?n
en N= V2@n (1 - 41; - ! o) R I
Pt 288n

Gemakkelijk berekent man:

7= e oo v}

(1+a0) }/2T7n

De 8q is dus te bepalen ult
exp(- ay - 1)= &, |
of ay = 0,278U6k . | (5.7)



iVerder wordt

a V ‘
0 ,
b, = TragY 0,108906 (5,8)
2T ) 5 ,
a a
0 0
en de a,= log = - 0,532124. (5,9)
1 2(74e,) (1+a0)2 X

6. Het aantal nulpunten van Con{x) en 52n+1(§l.

In onderstaand tabelletj)e is gegeven de graad van het C of S poly-
noom en daarachter het aantal reele nulpunten van dat polynoom.

Colx) 0 Sg(x) 1 Cyp (%) e
8, (x) 1 Cg(x) 2 Sqq (x) 3
0, (x) 2 84 (x) 3 Cip(x) B
33(X) 3 cg(x) 4 813(x) 5
¢y (x) 3 Sg(x) 5 014(X) 6

Dit tabelletje kan men met zeer eenvoudige hulpmiddelen verifieren.
Heeft n.l. een polynoom een complex nulpunt { , dan 1s ook zijn toege-
voegd complexe §* een nulpunt. Maar vervanging van r door - § moet
wegens de even (oneven) eigenschappen ook een nulpunt zijn. Dus de
¢omplexe nulpunten komen altijd in stellen van 4 voor. Daarmede is het
eerste rijtje van het tabelletje bewezen.

x° X

Nu 1is 85(x)= x(1 - & + 150 )
den polynoom, hetwelk groter dan de sin x blijft voor x) 0. De extre-
men van (1 - %T + T%ﬁ) liggen bij x = Vﬁﬁi maar de waarde van het
minimum is nog positief: SS(X) heeft dus 1 reeel nulpunt en 4 complexe. |
Had nu Cg(x) 6 reele nulpunten (het aantal is of 2 «f 6), dan had volgens
Rolle 85(x) er minstens 5 moeten hebben. Zo komt men Cgix). Maar Cy(x)
18 voor x < V55 groter dan Ca(x) en dle op zljn beurt weer groter dan
cos X. Ca(x) heeft dus minstens evenveel nulpunten als Cq(x), iets,
wat ook algemeen geld%t voor elk stel polynomen, hetwelk 4 in de graad
afwijkt van elkaar,.

Om aan te tonen dat Sy(x) vijf reele nulpunten heeft, behoeft men
slechts Sg(ﬁ)n ~ 0,663 ult te rekenen en een beetje relkenwerk levert
ock het laatste rijtje uit het tabelletje.

Men ziet nu een zekere regelmaat komen, maar ult het volgende zal
blijken, dat deze regelmaat eens verstoord wordt.

Uit de formules (5,1), (5,2) en (5,3) volgt

| D 2k 2n

Con)= L (-1 ggyy = cor x + (0)° gy (Bt ) (61
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De cos x 1s in absolute waarde begrensd door een. De term

x2n x2

(en) b7 ynCix
waarde x zodanlg gekozen worden, dat deze term ten hoogste 1 bereikt,
wil men nog een nulpunt van het polynodm CEn(x) kunnen hebben. De
extrema van cos x liggen bilJ x = r1T en op deze punten moet dus de
bovenvermelde term kleiner dan een blijven.

7S kan ver boven deze waarde uitkomen en dus moet de

(I' ﬂ)gn (r_ﬁ)g ~ 1
(2n) 1 #n2+(rrr)2

Stelt men nu

a q a
L=q=aqy+ 7% + ;§ o+ 7} log n + ... (6,2)
dan volgt . :
|
2 2
ﬂ_e?IT_ = V(iig.;’g_ )2 Y41 [1 - 0(%)}
q 3
Zo 1s q, = -—T% = 0,234199%3 (6,3)
en q; = &L = 4,2698670. (6,3)

Het aantal nulpunten nader dus voor grote n tot {n.qo + q; log n}.

Aangezlen g, ) 1/5, blijkt dus, dat het aan het begin dezer para-
graaf gegeven tabelletje,nlet zo zonder meer voortgezet kan worden.

Het Juiste anntal nulpunten bepalen is wel bijzonder lastlg. Zoals
reeds in [6] is opzemerkt, is het niet mogelijk cos n te berekenen
met behulp van de asymtotische voorstelling. Nu zou men hler cos x met
andere hulpmidcdelern dienen te berekenen, om dan met behulp ven (6,1)
te zien of an(x) Op X nog een ﬁﬁlpunt kan hebben.

De cos x ov analytische wijze te schatten, waar & verkregen wordt
door de asymptctische reeks met n 77 te vermenigvulilgen, 1s niet zommn
prettig karweitje.

Numeriek 1s er zeker voor elke n met behulp van lueratle een q, aan
te geven en dan 1s ook wel het aantal nulpunten te bepalen. Dit vereygt
dus voor elke n een hoeveelheid rekenwerk. \

Voor de Sgn+1(x)«vee1termen is een soortgelijkejbeaahOuWing ta houden
en vindt men dan dat (6,2) en (6,3) gehandhaafd kunnen blijven.

7. BEen volgende stap.

Punctlies welke veel overeenkemst vertonen met de exponenblele
zlin de Besselfunctles, ot A
Ten elnde de- afgebroken machtreeksen van deze funciies te onder—



zoeken, voere men in:

N h ;
= S~ X . k = 0‘,1,2...
In, k(%) hzm'o RTTEFK] T N = 0,1,2... (7,1)

Deze manler van definlering levert een voordeel op: Men vangt de
beide Besselse functies tegelijkertijd, want

Lm Iy (x)= L (21x)/( v (7,2)

N —00
x> 0

.k o
en Lim Iy, (-x)= 5, (2 Vx)/( y3)". (7,2)
N - o
x2 0
Door middel van differentiatie heeft men nu

= Iy, = Iyoq e (%) (7,3)

Soortgelljke beschouwingen als blj exp x, voor x) 0 leveren nu voor
N)M,

- k \

1Ty, (%) I (x) {12 VR)/( 5y (7,4)

waarbij alle gelijktekens vervallen in (7,4%) wanneer x> 0. Bij vaste
k is de monotonitelt van de functies (7,1) dus weer aangetoond.

Voor x {0 volgt uit de laatste gelijkheid (7,2) onder gebruikmaking
van de bekende stelling van Hurwitz, dat de functies IN k(x) bij vol=-
doend grote N elk voorgeschreven aantal nulpunten kunnen hebben.

En ook hier weer ontmoet men het probleem bij eenmaal gekozen k,
het aantal nulpunten te bepalen als functie van N. Dat dit niet een-
voudlg zal zljn, na hetgeen men gezien heeft in het cosinus- of sinus-
geval, is wel duidelijk. Hierblj komt nog,dat de J, (2 VX) geen perio-
dieke functie meer is en dat de in de paragrafen 5 en 6 aangehaalde
asymptotische ontwikkelingen tot op heden nog niet bewezen zlijn vcor
de Besselfuncties.

Gemakkelijk ziet men in,dat I, (x) een nulpunt en slechts een bezlt

{x = - (k+1)] IE k(x) hebben voor k )} O geen nulpunten, wel een )
minimum , en voor k = 0 een minimum - dubbel-nulpunt op x = -2. Volgena ﬁ
(7,3) zijn nu weer de I k(x) monotoon stijgende functies van x, welk&
een en slechts een nulpunt bezitten.

Uit de resttermvoorstelling van Lagrange vindt men weer, indien

Ry ()= L () = Ty (x),
To(x)= Un Ty, (x),

N-po0
en x)}@:



X (N+1) N
Ry ()= j L. (v gy
= _l %w et () L”N"l” (7,5)

en RN,k(“")"‘("1)N+1 ,[ o, kN1 (W) LﬁEL (7,6)

De conclusie, welke direct uit (7,5) volgt, n.l. dat deze restterm
altijd positief is, 1is reeds op andere wijze afgeleid. (7.6} wordt in
verband met (7,2):

k+N+1

X
N-+1 -
fmAJ””=i%%‘*‘J{Jmm+ﬂ2fﬁ) (x-u)¥u T au. (7,7)

Voert men nu de volgende transformatie ult,

dan gaat (7,7) over in LV
_1)N+1 (X - T) 8
Ry, k(%)= ﬁf”;ﬁiNI? Temer () —mmw— 9F (7,8)

0

Het doel is nu aan te tonen, dat de integraal in (7,8) positief is
voor elke waarde x) 0. Het analytische bewljs kan echter nog niet ge-
geven worden. Wel geldt het volgende, gedeeltellijk steunend op nume-
rieke resultaten:

Indlen z, en z, nulpunten zijn van Jp(u), dan leldt men af:

“ -p+1 -p+1
J/u'p+1 Jp(u)du = - z1p T -1 (z)+ zop I5-1(20)
T,
= 75?1 Jé(zo) - 27PY J;(z1).

Men weet, dat in de nulpunten z,,z, enz. van Jp(u), Z; J;(zo%g)
maximaal is. Afgaande op de gegevens verstrekt door Jahnke-Emde
1s voor p {5000, maar waarschijnlijk ook daarboven, {éﬁigl een

‘ ' 22;1

monotoon dalende functle van zq- In het interval 0<t 2 Vx, is H
(x ~ 1r) eveneens een monotoon dalende functie van t. De integraal
1s nu als volgt te minoreren: ‘

Knip het integratiepad in stukken, welke telkens in een nulpunt van.

(t) beginnen, een nulpunt als 1nwendig punt en het volgende als
tweede randpunt bevatten. In het beg1n~ en eindpunt van elk stuk heeft
de. afgeleide van de Besselfunctie dus hetzelfde teken. Het eerste stuk
heeft als eerste punt t = 0.
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"Het 1nwendige nulpunt verdeelt elk stuk van de integratieweg weer
in tweeen Over het eerste gedeelte is de integraal positief en wordt
(x - ) geminoreerd door de waarde in het eindpunt. Over het tweede
gedeelte 1s de 1ntegrand negatief en wordt (x - 2) gemajoreerd goor
de waarde 1n het beginpunt, d.w.z. over elk stuk wordt nu (x - %r) ver-
vangen door de waarde, welke deze parabool aanneemt in het inwendige

nulpunt. Nu zilet men dat, aangezien‘ é l monotoon dalend is, de

integraal in het rechterlid van (7, 8) positief moet zijn voor elke x.
Voor even N en x (0

IN,k(X) groter dan %ﬂ;k(x)'

Voor oneven N is Iy ,(x) kleiner dan I, k(x).
,

Nu duikt ook weer de vraag naar het aantal snijpunten van IN k(x)
en IM k(x) op. Slechts voor die waarden van N en M, welke een even
getal verschillen, is er bulten x = 0 nog een ander snijpunt mogelijk.
Edoch, er kunnen ook meerdere mogelijk zijn. Ult het felt, dat de
Iu,k(x) slechts een minimum kan vertonen, kan men evenals blj het
cosinus-geval afleiden, dat elke twee functies, waarbij N - M = 4,
slechts 2 snijpunten kunnen hebben. Een daarvan is steeds x = 0, het
andere ligt blj negatieve waarde van x en voor limiet N ->oogaat deze
waarde naar -cqg.

Het snijpunt van I k(x) en Iy 5 (%) ligt bij x = -N{N+k). Hieruit
volgt dan weer dat, wanneer In- 2, k(x) is verondersteld ¥ nulpunten te
bezitten, dan heeft IN,k(x) ook minstens ¥ nulpunten. Een verschil
met het cos- resp. sin-geval is echter, dat wanneer de functie 1
complex nulpunt bezlt, ook de toegevoegde complexe nulpunt 1s, maar
nlet de in de oorsprong gesplegelde.

8. Slot.

Het 1s duidelijk, dat de beschouWingen hier gehoudenesn parameter
minder bevatten dan het werk van O. Blumenthal. De laatste heeft n.l.
behalve de n ook nog de § ter beschikking (1+x) . Maar er is aan toe-
gevoegd in het geval van de E (x)vpolynomen, de asymptotische bepaling
van het nulpunt en in het geval van de Czn(x) of 82n+1(x) polynoman,.
de asymptotische bepaling van het aantal nulpunten. Dit gelukte via
asymptotische beschouwingen, welke voor het berekenen van de betrok-
ken functies exp (-x), cos x en sin x absoluut geen betekenis hebben.

‘Men zou de veeltermen ook in het complexe vlak kunnen beschouwen,
dus zich niet beperken tot rgql@‘wgamden,van X.

S
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Tenslotte 1s er nog aan toegevoegd een(nog niet voltooide)uiteen-
zetting over de polynomen, welke ontstaan door het afbreken van
Besselse functies. ,

Waarschijnlijk zal het wel mogelijk zijn aan te tonen langs ana-
lytische weg, dat in de nulpunten z, van Jp(x) !Jéézg>’ ' een mono-

20

toon dalende functie van ZO is.
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